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電子光学装置の空間分解能は，電子の波動性に由来する理論的な限界を有します．この効果は回折収
差と呼ばれ，短波長の極限でのみ有効な幾何光学を補うものです．今回は回折理論をもとに球面収差
と色収差が空間分解能に及ぼす影響を議論し，また空間周波数フィルタとしての光学系の働きをアッ
ベの結像理論にもとづいて考察します．
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The spatial resolution of an electron optical instrument has its theoretical limit originating from
the wave nature of electrons. This effect is called the diffraction aberration, which complements
geometrical optics valid in the limit of very short wavelengths. In this chapter we shall give a
diffraction treatment of spatial resolution in the presence of spherical and chromatic aberrations,
and examine an optical system as a filter of spatial frequencies on the basis of Abbe’s imaging theory.

　

11 電子光学系の空間分解能
11.1 はじめに

前回と前々回で述べた電子分光装置においては，エ
ネルギースペクトルの測定が目的でした．そのよう
な装置の性能は，エネルギー分解能と感度によって評
価されます．しかし，電子分光装置の評価基準はそれ
だけではなく，空間分解能という概念が必ず関係して
きます．
たとえば光電子分光（XPS）においては，分析領域

をどれだけ正確に限定するかという意味での空間分
解能が問題となります．前回述べたように，インプッ

トレンズで視野制限を行うモードでは，視野を狭め
るほど電子ビームの開き角を制限ぜざるを得ず，そし
てその原因は球面収差の存在でした．
あるいは同じ XPSにおいて，特定の元素に対応す
るエネルギーの光電子だけをアナライザで選んで結
像させれば，その元素の分布が像として得られます．
このようにエネルギー分析と結像を併せた機能は，電
子分光結像（electron spectroscopic imaging）と呼ば
れます．このような系では，電子顕微鏡としての空間
分解能が評価の対象となります．またオージェ電子分
光（AES）では，試料を励起する電子プローブの径
が，分析における空間分解能となります．AESにお
ける電子照射系は，電子分光装置としての性能を左
右する重要なファクターです．
空間分解能を決める要因は，装置によってさまざ
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まです．一般には，レンズ系の他に，電子銃の性能と
か試料の特性などが関与します．しかしレンズ系だけ
を考えるなら，その寄与は，物面に置いた点光源の
像がどれだけボケるかということで評価ができます．
点光源像のボケ量は，電子プローブをつくって走査
する装置においては，当然ながら空間分解能に直結
します．あるいは試料全体を結像する系においても，
観察される像は試料上の各点の像の重ね合せであり，
点光源像のボケ量が空間分解能を支配することにか
わりはありません．
空間分解能に限界があることは，現実の AESの装

置や，あるいは一般に走査電子顕微鏡（SEM）を思
い起こせばいいでしょう．すなわち，電子プローブの
電流値を犠牲にしても，分解能がいくらでもよくな
るわけではありません．これは，プローブ径を 0に
はできないということです．あるいは，透過電子顕微
鏡（TEM）においても空間分解能には限界がありま
す．これもやはり，試料上の一点から出たビームをレ
ンズで一点に集束できないことを意味します．
電子分光系に関して，感度を犠牲にすればエネル

ギー分解能をいくらでもよくできるという話を前回
しました．しかし厳密に言えば，電子ビーム径を 0に
はできないことを反映して，エネルギー分解能には
下限が存在します．表面分析のための電子分光装置で
は，感度が優先されることが多いので，そのような極
限までビームを絞るような状況はあまりありません．
しかし，感度が十分に取れる系であれば，エネルギー
分解能の下限が実現される可能性がでてきます．
今回は，電子線をどこまで細く絞れるかというテー

マで議論します．言い方を変えれば，点光源の像をど
こまで小さくできるのかということです．これは，電
子顕微鏡，あるいはそれに類する装置における，空間
分解能の限界を追求することに他なりません．今回
考察するのは，TEMのようなコヒーレント結像系，
試料自身が一次光源となるインコヒーレント結像系，
そして電子プローブ走査系です．上で触れた電子分光
結像系の構成とその評価に関しては，次回かそれ以
降で述べる予定です．

11.2 点光源の結像

一般に電子顕微鏡の空間分解能は，光学系の性能だ
けでなく，試料の光源としての性質にも依存します．
しかし，試料の性質と光学系を同時に考慮しようと
すると，混乱を招きます．

光学系の性能を独立して議論するために，物面に
置いた点光源の結像に注目するのがいい方法です．光
学系はこの点光源像によって完全に特徴づけられ，一
般の試料に対しての像は，点光源像と試料の特性を
同時に考慮することで得られます．本節では，点光源
像を決定する要因について述べます．

11.2.1 回折収差

光学系の性能を評価するための量として，まず頭
に浮かぶのは収差係数でしょう．理想的な結像はガウ
ス光学によって記述され，それからの逸脱の程度が収
差係数として与えられます．
収差係数は，電子の「軌道が」理想的な状況から
それる程度を与えるものです．しかし，電子の振る舞
いはすべて軌道として表現できるのではありません．
電子は波動性を有し，その性質まで考慮に入れなけ
ればなりません．第 7章で述べたように，軌道とは
波動がもつ一面だけを抽出したものです．軌道という
言葉で記述できないような波動の場というものはい
くらでもありえます．
電子の波動性は，やはり点光源の像をボケさせま
す．この現象は回折収差 (diffraction aberration)と呼
ばれます．これは収差ではあっても，電子軌道によっ
ては表現されないという点で，他の収差とは明確に
区別されるべきものです．光線や軌道の概念をもと
にした光学は幾何光学 (geometrical optics)と呼ばれ
ます．これにもとづいた議論は，波動性が考慮されて
いないという意味で，幾何光学近似と言われます．一
方，波動として扱う立場は波動光学 (wave optics)と
呼ばれます．
軌道に関しての収差である球面収差や色収差は，原

理上は補正が可能です．では回折収差はどうでしょう
か．回折収差は軌道によっては表現できないという事
情があるので，レンズの性質とどのように結びつくの
かがすぐには理解されないはずです．回折収差によっ
て像がどのようにボケるか，そしてそのボケ量がど
のような要因で決定されるかを以下で見ていきます．
Fig.1は，軌道に関しての収差がすべて取り除かれ
たレンズを用いて，物面 z = zo の軸上に置いた点光
源が像面 z = zi において結像される様子を示してい
ます．物面でのビームの開き角 αoを設定するために，
焦点面に絞りを置いて考えます．ただし，ここでは軸
上の点光源だけを対象とするので，絞りを置く位置
は本質的ではなく，どこにあっても角度制限の働きを
はたします．なお，焦点面は回折面とも言い，ここに
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Fig. 1: The image of a point source formed by an electron lens is blurred by the diffraction aberration. The

observed intensity distribution on an image plane is called the‘ Airy disk’, whose effective diameter is defined to be

0.61λi/ sinαi.

置かれる絞りは回折絞りと呼ばれます．

Fig.1の左下は，電子の波動性を考慮して計算され
た像点近傍の電流密度分布です．光源からの電子は単
色として，運動エネルギーを Eo = 10 kV，開き角を
αo = 6 mradとした場合です．電子軌道に関しての
収差は存在しないにもかかわわらず，像は一点に集ま
らず，ボケが生じています．これが回折収差です．

右上の図は，像面に置いたスクリーン上で観察さ
れる強度パターンを計算したものです．これは，最初
に表式を導いた天文学者の名をとってエアリーディス
ク (Airy disk)と呼ばれます．（正確には，中央の明る
い領域がエアリーディスクです．）ここでは関数形の
導出過程は示しませんが，このパターンは，像面にお
ける電子の波長 λi とビームの像面での開き角 αi だ
けで決定されます．なおこの図は，周辺のリングの存
在を強調するために露出オーバーにしています．

エアリーディスクにおいて，最初に強度が 0にな
る点，すなわち第一暗輪の半径は 0.61λi/ sinαiで与
えられます．通常は，この距離がエアリーディスクの
実効的なピーク幅として用いられます．すなわち，回
折収差によるボケの実効的な直径が次式で与えられ

ます．
dD(zi) = 0.61

λi
sinαi

(1)

上式では，回折収差を示す意味でDの添え字を付
け，像面でのボケ量という意味で (zi)を加えていま
す．この実効径の内側には，エアリーディスクの全電
流値のうちの 59%が含まれます．第一暗輪までには
全電流の 84%が含まれ，第二暗輪までなら 92%です．
なお，実効径を (1)で定義するのは顕微鏡としての空
間分解能を考慮してのことですが，これに関しては§
11.3.5で述べます．
電子の波長を，わざわざ場所を指定して λiと書く

のは，光学系を通して波長が一定とは限らないから
です．すなわち，途中で電子の加減速が行われる場合
がありえます．光の場合で言えば，光学顕微鏡の試料
から対物レンズまでを油に漬けた，いわゆる油浸レ
ンズがその例です．
(1)からわかるように，回折収差によるボケはビー

ムの開き角 αiが小さいほど大きくなります．絞り径
を小さくしてビームを狭い領域に集中させようとし
ても，逆にビームはボケてしまうわけです．これは，
開口が小さいほど回折による回りこみが大きくなる
という，波としての一般性質に他なりません．ボケ量
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が波長とともに増大することも，定性的には納得が
できるでしょう．
このような回折収差の特性は，回折現象の計算原

理を知ることで，よりよく理解できます．回折の計算
方法としてもっとも直接的なのは，波動方程式を適当
な境界条件のもとで解くことです．しかし，通常はこ
れと（ほぼ）等価な，キルヒホッフの回折積分が用い
られます．これは，ホイヘンスの二次波のアイデアを
そのまま具現化した表式で与えられます．（概略を第
7章で説明しました．）
Fig.2は，今の場合の回折積分の意味を説明したも

のです．物面において点光源から発せられた球面波
は，レンズによって集束球面波に変換されます．回折
面におけるこの波面は，ガウスの参照球面と呼ばれ
ます．この参照球面上において，絞りによってさえぎ
られない部分の各点から二次波を出して，それらを
像面で重ね合せます．絞り面までは理想的な波面を仮
定し，それ以降を真の波動性を考慮して計算するわ
けです．波動性の効果が顕著に現れるのは集束点のみ
であることから，この処方によって十分な精度が得ら
れます．
この二次波の重ね合せによって，点光源の像はボ

ケるにせよ，ほとんど点として集束されるのはなぜ
でしょうか．それは，参照球面上の各点から像面の
原点O′までの光路長が同一であることによっていま
す．球面から出されるすべての二次波はO′で位相が
そろい，強め合う干渉が起きます．そこで，この点で
とくに強い強度が得られるわけです．これが「点光源
の像」に他なりません．
像面において，観測点を O′ からずらしていくと，

完全には位相がそろわなくなりますが，急に強度が
0になるのではありません．徐々に位相のずれが顕著
になって，強度が減衰していきます．こうしてつくら
れるのがエアリーディスクです．このように，参照球
面から出される二次波のすべてが，像面における波
動を決定するために必要なものです．
ビームの開き角を絞るほど回折収差が増大する理

由は，この二次波の考え方から理解できます．ビーム
の角度を制限すれば，二次波が出される点の位置は
互いに近いので，観測点がO′から多少離れても二次
波の位相が大きく食い違うことはなく，よって急激な
強度の減少がありません．極端な場合として，絞り径
が 0になる極限を考えれば，二次波が出されるのは
一点だけなので干渉が起きません．よって像面は一様
に照らされます．（板にピンホールを開けて裏から光
を照らせば，そのピンホールは点光源として働くと

いうことです．）これが，回折収差が一番大きくなっ
た極限の状態です．
以上の説明から，絞り自身が波を回折させるので
はなく，ビームの開き角を制限することが本質であ
ることが理解されるでしょう．回折収差は，絞りを置
く位置とは無関係に，ビームの開き角だけで決まり
ます．（絞りの働きに関しては，§11.3.2で述べるアッ
ベの理論によって，さらに明快な説明がなされます．）
Fig.1で示した電流密度分布は，上で述べたような計
算によって得られています．回折積分の具体的な計算
式を示すためにはまだいくつか準備が必要であり，そ
の表式は§11.3.3で与えます．

Fig. 2: Principle of Kirchhoff’s diffraction integral. Huy-
gens’s secondary wavelets are emitted from the Gaussian

reference sphere, and those are superposed on the image

plane.

さて，上では回折収差を像面におけるビームのボ
ケ量として与えましたが，電子顕微鏡としての性能を
議論する際には，このボケ量を物面に換算して表す
べきです．なぜなら，空間分解能に対応する量は像面
におけるボケ量ではなく，それを光学系の倍率で割っ
て，試料面上での値に換算したものだからです．この
物面換算の考え方は，第 5章で球面収差に対して導
入したものですが，これはすべての収差に関して適
用されるべきものです．
では，回折収差に対しての物面換算を行ってみま
す．一般にある量の物面換算を行う際は，表式に含ま
れるビームの開き角や波長もすべて物面での量を用
いることで，物面における物理量として表します．こ
の作業を (1)に対して行うために，まず波長の換算か
ら考えましょう．電子の運動エネルギーを E [eV]と
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すれば，波長 λ [m]は，

λ = 1.226× 10−9
1√
E

(2)

で与えられます．物面と像面における電子のエネル
ギーをそれぞれEo，Eiとすれば，物面における波長
λo と像面における波長 λi の関係として，

λi
λo

=
√
Eo
Ei

(3)

が得られます．
一方，開き角に関しては，第 8章で輝度法則を用い

て導いた光学的正弦条件 (§8.5.1の (19)式)）から，
√
Eoxo sinαo =

√
Eixi sinαi (4)

が得られます．ここで，xo と xi はある軌道の物面
と像面での高さであり，この系の倍率を M とすれ
ばM = xi/xo です．(3)と (4)を見れば，両式から
Ei/Eo を消去できることがわかります．その消去の
結果として，次の関係が導かれます．

λi
sinαi

=M
λo

sinαo
(5)

これを用いれば，(1)をM で割って物面換算した式
として，最終的に次式が得られます．

dD = 0.61
λo

sinαo
(6)

回折収差は通常，物面換算された (6)で表わされま
す．位置を示す添え字なしで単に dDと書けば，それ
は物面における量であると約束します．上の計算に
おいて Ei/Eo がきれいに消去されたのは，もちろん
偶然ではなく，λo/ sinαoが物理的に重要な量である
ことを意味しています．この量は，§11.3.1において
まったく異なる文脈で現れます（(25)式）．
像面における回折収差によるボケと，それを物面換

算したものの関係を Fig.3に示します．この図では，
像の強度分布ではなく，のちに定義する複素振幅（今
の場合は実数関数）を描いています．強度分布はこの
自乗で与えられます．なお，次項以降では，すべての
量を物面換算で考えて，波長は単に λと記します．も
し光学系を通して波長が一定でない場合は，つねに
物面での波長 λo を指します．
さて，点光源像はある一点がどうボケるかを示す

わけですが，このボケ量（を物面換算したもの）が直
接に空間分解能を定義するわけではありません．た
とえば，いわゆる「点分解能」は，隣り合う二点が分

Fig. 3: Imaging of a point source. The complex ampli-

tude Ui(ri) at the image plane is referred back to the

object plane as Uo(ro) = Ui(ri)/M .

離して見える最小の距離として定義されます．空間分
解能は定義や判定基準がいろいろ存在し，また試料
の特性にも依存するので，一つの式で与えることは
できません．しかし，点光源のボケの量が，空間分解
能と呼ばれるべき量に近い値を与えることに間違い
はありません．そこで，正式に空間分解能を議論する
までは，点光源のボケ量をそのまま空間分解能と見
なすことにしましょう．

(6)に関して重要なことは，ある一定の波長のもと
では dDは決して 0にはならないということです．角
度 αo はどう頑張っても π/2までしかいかないので，
dD の限界は 0.61λo です．（光学レンズではそのよう
な状況が実現可能です．）係数 0.61を無視して大雑把
に言えば，「波長が空間分解能の下限である」という
ことです．

ここでの説明では，透過電子顕微鏡 TEM のよう
に，試料から放出される電子をレンズで拡大して見
る系を想定しています．これとは別に，走査電子顕
微鏡 SEMのように，電子線を細く絞ってプローブと
して用い，これを試料面で走査して像を得るものが
あります．このような走査型の装置では，試料が置
かれる位置をやはり zoとして，点光源からのビーム
が Fig.3の右からやってきて試料面で集束されると考
えれば，そのプローブのボケが (6)で与えられます．
この場合は，物面換算という操作は必要ありません．
αoは試料にプローブが照射される際の開き角であり，
(6)は電子プローブ径に対しての回折収差の寄与を与
えます．
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11.2.2 球面収差

球面収差は，通常は電子軌道に関しての量として
導入されますが，これを波動光学的に扱うことが可能
です．しかし，いつでも波動性を考慮しながら球面収
差の影響を考えるのは大変です．そこで準備として，
軌道の収差としての球面収差の意味を保持したまま
で，回折収差を同時に考慮したときの分解能を評価
することを試みます．
電子軌道で定義した，球面収差による点光源像の

ボケの直径は，やはり物面換算で考えれば次式のよ
うになります．

dS =
1
2
CSαo

3 (7)

ここで，CS は物面換算で表した球面収差係数です．
すなわち定義は Δxo = CSαo

3 であり，ここで Δxo
は，像面における収差量を倍率M で割って物面に戻
したものです．この量は第 5章ではCS(o)のような書
き方をしましたが，電子顕微鏡で球面収差係数とい
えば通常はこの量を指すので，ここでは単に CS と記
すことにします．
(7)は，一次軌道が定義する像面，すなわちガウス

像面でのボケ量ではなく，そこからわずかにずれた最
小錯乱円位置におけるボケ量です．まず，最小錯乱円
に関しての復習を簡単にしておきます．
Fig.4 は，球面収差のあるレンズを用いた場合に，

点光源から出た電子軌道が像面付近でボケる様子を
示しています．ただし，すべての量を物面換算してい
ます．球面収差によって，軌道の包絡面，すなわち火
線面 (caustic surface)が形成されます．ビームが一番
絞られる位置はガウス像面よりも手前にでき，その
位置がデフォーカス量Δf の最適値です．この位置で
のビームの外輪が最小錯乱円であり，その直径が (7)
の dS です．最小錯乱円の位置は，最適デフォーカス
値として次式で与えられます．

(Δf)Gopt =
3
4
CSαo

2 (8)

上式では，幾何光学的な最適デフォーカス値という
意味でGという上添え字を付けています．デフォーカ
スの符号は，通常はレンズに近づく方向を正にとって
アンダーフォーカスと呼び，逆の負の方向はオーバー
フォーカスと呼びます．最小錯乱円位置はアンダー
フォーカス側なので，Δf は正となります．なお火線
面は，ガウス像面からデフォーカスにして 3CSαo2ま
での領域に生じます．
さて，球面収差による点光源像のボケ量が (7)が与

えられ，一方，回折収差によるボケは前項の (6)です．

Fig. 4: Formation of a caustic surface by the spherical

aberration of a lens. A circle of least confusion with

diameter dS is produced at an underfocus side.

そこで，これらを両方考慮したボケの直径 dを考え
ることができます．もし両者を独立と見なせば，幾何
平均として次式で与えることができます．

d =
√
dD

2 + dS2 (9)

上式において，αo を大きくしていった場合を考え
ると，dD は αo のマイナス 1乗で減少し，dS は αo

の 3乗で増加するので，どこかで dが最小となる条件
が存在します．そのときの αoは，回折収差と球面収
差を考慮したときの最適開き角 (optimum aperture
angle)を与えます．それに対応する最小値 dmin は，
球面収差をもつレンズによって，点光源の像をどこま
で小さく結像できるかという限界値を与えることに
なります．(9)が最小になる条件を求めると，最適開
き角 (αo)opt は次式となります．

(αo)Gopt = 0.92
(
λ

CS

)1/4
(10)

また，このときの (9) の最小値として次式が得られ
ます．

d G
min = 0.77 CS1/4λ3/4 (11)

これらは回折収差が考慮されてはいるものの，球面
収差に関しては幾何光学の扱いなので，幾何光学的
な量と見なして Gの添え字を付けています．
(10)が与える最適開き角は，電子レンズに典型的

な条件のもとでは数ミリラジアンのオーダーとなり
ます．10 mradが約 0.6°ですから，光学レンズの系
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に比べてはるかにビームを細く絞る必要があります．
電子光学装置において，このような開き角では測定に
十分なビーム強度が取れなくなる場合がでてきます．
そのときは，ビームのボケ量と強度の兼ね合いから
開き角を決めなければなりません．
さて，(9)はよく用いられる式であり，この扱いに

よって回折収差と球面収差の寄与を分離して考察でき
るというメリットがあります．しかし (9)では，球面
収差は最小錯乱円位置で評価されているのに対して，
回折収差に対してはそのようなデフォーカスは考慮
されていません．そもそも，最小錯乱円は軌道に関し
ての概念であり，回折収差が存在するときの球面収差
とは何なのかがはっきりしません．このような疑問を
解消するために，球面収差の波動光学的な扱いが必
要となります．
前項で行ったような回折計算に収差の寄与を取り込

むために，波面収差の概念が導入されます．これは，
収差係数の表式を導く手段として第 7章で用いたも
のです．Fig.5(a)は，点光源から出された軌道がレン
ズで集束される状況を示しています．レンズが軌道に
対しての収差をもたなければ，回折面における波面
は球面，すなわちガウスの参照球面となります．球面
収差が存在する場合は，軌道に直交する面としての
波面は，図に太線で示されているように参照球面か
らずれたものになります．このずれの距離を与えるも
のが，波面収差 Φです．（第 7章では静電ポテンシャ
ルとの混乱を避けるために波面収差を Ψと記しまし
たが，結像理論においては Φで表すのが普通です．）
波面収差は，一般に参照球面からレンズに向かって

波面がずれる側に正にとられます．球面収差に対して
の波面収差は，物面での軌道の出射角 αの関数とし
て与えると次式となります．（本章では出射角の最大
値を αoと記しているので，変数としての出射角を α

とします．）

Φ(α) = −1
4
CSα

4 +
1
2
(Δf)α2 (12)

上式においては，デフォーカス Δf の寄与も含まれ
ています．デフォーカスした面から参照球面を眺める
と，球面ではなくゆがんだ曲面に見えます．その効果
が右辺の第二項で表されています．
前項における回折積分では，参照球面上の各点か

ら二次波を出してそれらを重ね合せました．収差（あ
るいはデフォーカス）が存在するときは，波面収差
(12)が与えるずれの分を含んだ波面上から二次波が
出されます．これは，波面のずれを位相のずれに換算
して，その位相を考慮した二次波を参照球面上から

Fig. 5: (a) Deformation of a wavefront by the spherical

aberration of a lens. (b) A wavefront with an optimum

defocus amount for a given spherical aberration coeffi-

cient.

出すのと等価です．なお，波面収差は軌道に直交する
曲面としての波面から決定されるので，真の波動性
を記述する量ではありません．しかし，波面ずれを考
慮して回折積分を行うことで，収差の寄与が波動光
学の計算に取り込まれることになります．
この二次波の重ね合せを行う場合，参照球面から
の波面のずれが小さいほど像点での位相のずれは少
なく，よって集中した強度分布が得られるはずです．
ビームの開き角 αoが先に指定されたとすれば，(12)
の変動幅ΔΦが最小になるようにデフォーカスを決め
ることができます．つまり，右辺第一項の CS の寄与
をなるべく打ち消すようにΔf を選びます．この状態
が Fig.5(b)です．(12)を用いた簡単な計算によって，
この最適デフォーカス値として次式が得られます．

(Δf)Wopt = (
√
2− 1)CSαo2 (13)

これは，波動光学的に決められた量という意味で上添
え字W をつけています．このときの変動幅 ΔΦは，
次式で与えられます．

ΔΦ =
(
√
2− 1)2

2
CSαo

4 (14)
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デフォーカスのない場合と最適デフォーカスを選んだ
ときの波面収差のグラフの違いは，Fig.6のようにな
ります．

Fig. 6: Wavefornt aberration with varying defocus

amount Δf . Optimum defocus is attained when the

fluctuation of wavefront aberration is minimized.

(13)が与える値を最小錯乱円位置 (8)と比べてみ
ると，(13)はだいたいガウス像面と最小錯乱円位置
の中間であることがわかります．軌道で考えた球面収
差が最小になるのが最小錯乱円位置であり，一方回折
収差はガウス像面で最小になるわけですから，この
結果は妥当なものです．
さて，幾何光学的な扱いでは，点光源像のボケが

(9)で与えられましたが，波動光学ではこのような式
として与えることは不可能です．最適開き角とボケ量
の最小値，すなわち (10)と (11)に対応する結果を得
るには，数値計算を行ってみるしかありません．
まず様子を見るために，幾何光学と波動光学の扱

いによって，点光源像のボケ量にどの程度の違いがで
るかを調べてみましょう．二つの立場で最適デフォー
カス位置が異なりますが，まずデフォーカスを最小錯
乱円位置に固定した上で，(9)が与えるボケ量と波動
光学的な結果を比べてみます．
Fig.7(a)はその結果を示すものです．この上側に，

(9)における dD，dS および dのグラフが示されてい
ます．電子のエネルギーを 10 kV，またCS = 50 mm
を仮定しています．（この CS は，試料から対物レン
ズまでの距離が 10 mm程度の SEMに典型的な値で
す．）このグラフ中に，波動光学的にボケ量を計算し
た結果が •でプロットされています．また，いくつか
の開き角 αoに対して計算された強度パターンが下側
に示してあります．

この計算において，強度パターンからボケ量を評
価する際は，エアリーディスクの場合をまねて，全電
流の 59%を含む領域の直径として決めています．図
の強度パターンに示されている二本の縦線の内側が
この領域です．(9)のグラフと比較すると，開き角 αo

が小さく回折収差が支配的な領域では，ボケ量は当然
ながらエアリーディスクの実効径 dD に一致します．
球面収差が影響する領域においても，(9)のグラフに
だいたい一致した結果が得られています．しかし，肝
心のボケ量の最小値付近では一致がよくありません．
次に，デフォーカス値として (13)を選んだときの
結果が Fig.7(b)です．波動光学的な結果が階段状に
変化していますが，これは，実効径の評価位置が電流
密度分布の暗輪を乗り越えるたびに不連続に変化す
るからです．この現象は，開き角が最適値より大きく
なるにつれて，電流密度の集中度が低下していくこ
との反映です．
Fig.7(a)(b)を比較すればわかるように，最小錯乱

円位置ではなく波動光学的な最適デフォーカス値 (13)
を選ぶことで，点光源像のボケはかなり低減されま
す．(13)の条件のもとでの最適開き角は，数値計算
の結果として次の表式が得られます．

(αo)Wopt = 1.29
(
λ

CS

)1/4
(15)

また，これに対応するボケ量の最小値は，

d Wmin = 0.50 CS1/4λ3/4 (16)

となります．波動光学的な最適条件と，対応する幾何
光学的な結果との比較を Tab.1にまとめておきます．
Tab.1からわかるように，波動光学の結果は，幾何
光学によるものに比べて最適開き角は 1.4倍大きく，
そしてボケ量は 0.65倍に減少しています．これは実
際の装置において有意な違いです．(9)を用いた議論
は非常に便利であり，理論値としてこれが与える値で
済ましてしまうことが少なくありませんが，ここで
示した程度の誤差を含むことを承知しておく必要が
あります．なお，最適開き角 (15)に対して波面収差
の変動幅 (14)を計算すると，ΔΦ = 0.24λとなりま
す．参照球面上での波面のずれは，最適条件のもとで
はこのような小さな量であるわけです．
次に，デフォーカスによる点光源像の変化をもう少
し詳しく調べてみます．そのために，ビームを横から
眺めたときの電流密度分布を計算します．まず開き角
をやや大きめにして，幾何光学の結果が比較的通用
しそうな条件で計算したものが Fig.8(a)です．この
図での開き角 αo は 10 mradです．

Journal of Surface Analysis Vol.14, No. 3 (2008) pp. 243-266 
"#$� �%&'()*�%�&+,�-.�/01�23 1145

�250� 



Fig. 7: Diameter d of the image of a point source as a function of aperture angle αo. The diameter is evaluated (a)

at the position of the circle of least confusion, and (b) at the optumun defocus positon given on the basis of wave

optics.
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Fig. 8: A succession of intensity distributions at decreasing defocus amount from a Gausssian image plane: (a)

αo = 10 mrad; (b) optimum aperture angle (αo � 5 mrad) given by numerical calculation.
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(Δf)opt (αo)opt dmin

Geometrical optics
3
4
CSαo

2 0.92 (λ/CS)1/4 0.77 CS1/4λ3/4

Wave optics (
√
2− 1)CSαo2 1.29 (λ/CS)1/4 0.50 CS1/4λ3/4

Tab. 1: Optimum conditions for the defocus amount Δf and aperture angle αo, and mimima of the diameter d of

the image of a point source on the basis of geometrical optics and wave optics.

まずFig.8(a)の見方について説明しておきます．こ
の図は像面近傍における電流密度分布ですが，すべ
ての量を物面換算して表示してあります．すなわち，
ビームのボケ量やデフォーカス量は倍率M で割って
物面で評価される量に換算されています．よって，こ
のビームのボケがそのまま空間分解能に対応します．
なお，この図は電子プローブが形成される際の試料
面での状況を，左右反対にして示したと考えること
もできます．すなわち，図の右側に試料があり，それ
に向かってビームが集束すると見なせば，物面換算の
考えは必要ありません．
この図が与える電流密度分布は，電子軌道から決

定される火線面とほぼ一致します．球面収差が支配的
となる開き角では，幾何光学的な扱いは十分通用す
るわけです．もちろん，最適デフォーカス位置は最小
錯乱円位置とは異なります．図の下側の強度パターン
において，一番左が最小錯乱円位置ですが，そのデ
フォーカス量の半分くらいガウス像面に近づいた位
置，すなわち波動光学的な最適デフォーカス位置でボ
ケが最小になります．
この図に対応する，波動光学的に決定された最適

開き角（約 5 mrad）での結果が Fig.8(b)です．下側
に示した強度パターンにおいて，左から二番目が最小
錯乱円位置，その右が波動光学的な最適デフォーカス
位置です．後者の位置でボケが最小になることが確認
できます．この Fig.8(b)の条件では，火線面に相当
する面ははっきりとしていません．しかし，最適開き
角の条件では回折収差と球面収差の影響が拮抗して
いるはずですから，これは当然予期されるものです．
最後に，波面収差の許容値に関して少し述べてお

きます．第 7章において，レイリーの 4分の 1波長則
(Rayleigh’s quarter wavelength rule)に触れました．
球面収差が存在する場合に，参照球面上の波面収差が
±λ/4の範囲に収まれば，点光源像の強度ピーク値の

劣化は 20%以下で済むというものです．これは，光
学レンズ設計の際に残留収差の許容値の目安として
用いられています．波面収差の変動量ΔΦで言えば，
これが λ/2以内に収まればいいわけです．
レイリーの法則は，次のような考えから導かれま
す．点光源の像を計算する際には，参照球面上の各点
からホイヘンスの二次波を出して，それらを像面で
重ね合せます．波面収差がある場合，もし像点におけ
るすべての二次波の位相差が π 以下であれば，それ
らは強め合う方向に干渉します．しかしそれを超える
と，逆に強度を損ねる方向になります．よって，波面
収差がこの許容範囲，すなわち±λ/4に収まるべきと
いう要求となるわです．
本項で得られた最適開き角に対しては，Fig.7(b)の
ところで述べたように，ΔΦ = 0.24λです．これは，
レイリーの法則の約半分です．レイリーの法則は単
なる許容値の目安を与えるものであり，最適条件は，
ここで示したような数値計算によって決定しなけれ
ばなりません．
なお，光学レンズにおいては，電子レンズとは異
なって球面収差は補正が困難ではないので，最適開き
角という概念はほとんど出てきません．開き角を最
適化するのではなく，要求される開き角まで球面収差
を補正すればいいのです．

11.2.3 色収差

色収差もやはり，球面収差と同様に波動性と密接に
関連しています．しかし色収差に関しても，まず軌道
の考えで定式化してみましょう．
電子顕微鏡においては，色収差は主として，電子銃
から放出される電子がエネルギー幅 ΔE をもつこと
から生じます．電子銃のタイプにもよりますが，ΔE
は 0.5 eVから 1 eVの程度が典型的な値です．しか
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し試料自身が光源となる場合には，試料の励起方法
によって状況が異なってきます．たとえば光電子顕微
鏡では，励起のための光の波長によっては非常に広い
エネルギー分布をもつ場合がありえます．そのような
光電子をすべて取り込んで結像する際は，空間分解
能に対して色収差が支配的となります．
光学系の色収差係数をCC とすると，色収差による

軌道のボケは次式で与えられます．

dC = CC
ΔE
E
αo (17)

ここでCC は，球面収差係数と同様に物面換算した量
であり，上式は試料面に換算したビームのボケ量を与
えます．
(17)の導出の際には，ビームが単色の場合に，ガ

ウス像面で一次軌道が一点に集束した状態が想定さ
れています．電子のエネルギーが変動すると，ビーム
が光軸方向に前後に移動して，それがビームのボケを
生みます．すなわち色収差とは，ビームが光軸方向に
デフォーカス幅をもつことで生じるボケのことです．
前項での (9)に色収差の項を追加すれば，次式とな

ります．
d =
√
dD

2 + dS2 + dC2 (18)

この右辺の各項はすでに出ていますが，ここにまと
めておきます．⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dD = 0.61
λo

sinαo

dS =
1
2
CSαo

3

dC = CC
ΔE
E
αo

(19)

(18)の d，および dD，dS，dC のグラフを描けば
Fig.9のようになります．これも前項での計算と同じ
E = 10 ｋ V，CS = 50 mmを用い，さらに CC =
20 mm，ΔE = 0.5 eVを仮定しています．（この CC

もやはり，SEMに典型的な値です．）
(18)を電子プローブ径を与える式と見る場合には，

光源径の寄与を追加する必要があります．具体的に
は，電子銃における，電子の発生領域の大きさの寄
与です．通常は，この光源径をレンズ系で縮小してか
ら試料面に導きます．しかし，単に縮小率を高めれば
いいのではありません．輝度法則を思い出せばわか
るように，ビームに含まれる電流量を一定にした場
合，光源を縮小すればするほど角度が広がり，球面収
差と色収差の影響を大きくしてしまいます．よって，
光源径を考慮したときの最適開き角は，Fig.9におけ
るものとは異なってきます．

電子プローブを走査するのではなく，試料を結像
する装置では，光源は試料そのものとなり，試料面上
の各点が結像される際のボケを物面換算したものが
(18)で与えられます．ただし，たとえばTEMのよう
に，試料を照らすビームが電子銃によってつくられる
場合は少し状況が複雑です．照明用のビームの性質が
電子銃の光源径に依存することから，空間分解能を
考える際はやはり光源径を考慮に入れる必要があり
ます．これはいわゆる照明のコヒーレンスの問題であ
り，§11.3.4以降で概略を説明します．なお，(18)自
身は点光源の像のボケを与えるので，照明のコヒー
レンスとは無関係に意味をもちます．コヒーレンスの
影響は，広がった物体の結像を考えるときに初めて効
いてきます．
(19)の各項において，ビームの運動エネルギー E

に対する依存性（加速電圧依存性）を考えてみましょ
う．まず回折収差は，E が大きいほど波長が小さく
なり，これによってボケ量が減少します．Fig.9のグ
ラフで言えば，Eが大きいほど dDの直線が下方に平
行移動します．
一方，球面収差の寄与はE依存性がありません．球
面収差係数 CS が E に依存しないからです．うるさ
く言えば，磁場レンズにおいては，磁極の磁気飽和に
よって若干の E 依存性を生じることがあります．し
かし通常は，E が変わっても，その分レンズ強度を
変えれば軌道の形は保たれ，よって収差係数は不変で
す．色収差に関しても，色収差係数 CC は E に依存
しません．しかし，色収差の寄与はΔE/Eに比例す
るので，E が大きいほど dC が減少します．
前項の (9)では，回折収差と球面収差を評価するデ
フォーカス位置が異なっているという問題がありまし
たが，色収差に関しても同じ状況となります．すなわ
ち，色収差の表式はガウス像面を中心としたデフォー
カス幅を想定しているのに対し，球面収差は最小錯
乱円位置での値です．
色収差とはデフォーカス値が幅をもつことで生じ

るボケのことでしたから，波動性を考慮したときの色
収差をどのように扱えばいいかがわかります．すなわ
ち，前項で計算した Fig.8のような電流密度分布が，
光軸方向に振動したときの状況を想像すればいいわ
けです．エネルギー幅 ΔE に対応するデフォーカス
値は，色収差係数によって次式で与えられます．

Δf = CC
ΔE
E

(20)

上式を用いると，Fig.9の条件でのデフォーカス幅
は約 0.8 μmとなります．Fig.8(b)を見れば，ビーム
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Fig. 9: Spatial resolution for a point source is assessed by the geometric mean of the contributions of the diffraction

aberration dD, spherical aberration dS , and chromatic aberration dC .

がこの量だけ前後したときに，ビームのボケ量とし
てはほとんど影響がないことがわかります．これは，
一次軌道とは異なって，球面収差を伴った軌道は，火
線面に沿って光軸方向に押しつぶされているからで
す．この場合に，もし (17)によって色収差の寄与を
算定すると約 4 nmとなります． (17)は一次軌道に
対してのボケを考えているために，球面収差の存在
のもとでは過大評価となるのです．

一般に，定量的に色収差の影響を評価する際は，エ
ネルギー分布を重みにして電流分布を重ね合せる計
算を行います．今の場合はそのような計算をするまで
もありませんが，ここでの例よりも CC や ΔE の大
きな場合はこの限りではありません．色収差の影響
を評価する際には，一般に前項で示したような電流
密度分布の計算を行うべきです．

11.3 電子光学系における結像

前節では，光学系による点光源の像を考えて，その
ボケ量を暫定的に空間分解能として扱いました．試
料から放出される電子を結像させる装置では，試料
は点ではなく広がりをもち，試料面上の各点間の位
相の関係，いわゆるコヒーレンスによって分解能が影
響をうけます．本節では，試料の特性を含めた結像の
考え方を説明します．

11.3.1 試料による回折

光学系の物面に試料を置いて適当な方法で照らせ
ば，試料がもつ何らかの情報が波の状態に反映される
はずです．その波を像面まで運び，なるべく物面と同
じ状態を再現することが光学系の役割です．そこで，
まず考えるべきことは，試料のどんな情報が波とし
て伝えられるのかということです．
簡単な例として，電子を通さない薄い板に等間隔 d

でピンホールを開けて，これを試料として考えます．
この試料を平面波で照射した場合を Fig.10(a)に示し
ます．
図において，各ピンホールは点光源として働いて球
面波を放出します．これらの球面波は互いに干渉し合
い，その結果として，試料の右側における波の場が決
定されます．任意の一点における波の振幅と位相は，
各ピンホールからその点にやってくる波を重ね合せ
ることで得られます．
試料からの波を，試料から十分離れて，決まった方
向から観測するとします．このとき，特定の方向でだ
け強いビームが観測されます．これは，隣り合うピン
ホールからの波の位相が，波長の整数倍 mλだけ異
なる場合であり，強め合う干渉が起きる条件です．zx
平面上だけで考えて，ビームの方向を αoで指定すれ
ば，強め合う条件は次式で与えられます．

d sinαo = mλ (m = 0, ± 1, ± 2,…) (21)

これらの方向に進む波は回折波と呼ばれ，整数値mは
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回折波の次数といいます．たとえば，放出角がαo = 0
のものは 0次ビーム，次に角度の小さいビームは±
一次のビームなどです．Fig.10(b)のような状況です．

Fig. 10: (a) Diffraction of a plane wave by a sample with
the array of pinholes. (b) Diffracted waves are produced

in various directions according to the periodic structure

of the sample.

この例が端的に示すように，試料からの回折波の
方向分布は，試料がもつ周期性を反映します．すなわ
ち，試料がある周期をもてば，その周期と対応した
方向に回折波がつくられます．Fig.10では試料の基
本周期が dですが，フーリエ級数に展開して考える
なら，高調波成分を同時にもっています．これが高次
の回折波をつくると解釈できます．たとえば，m = 2
の回折波は，d/2という周期のフーリエ成分がつくる
回折波です．
試料がもつ周期性と回折方向の対応をもう少し厳

密に表しましょう．このためには，周期そのものより
も，その逆数の波数を用いる方がわかりやすくなりま
す．試料が dという周期成分をもつとき，対応する波
数を k = 1/dで表します．試料面を二次元として扱
うなら，波数は二次元のベクトルとして k = (kx, ky)
で与えられます．

試料が kという二次元の周期成分をもつとします．
これによって発生する三次元の回折波は，試料面上に
おける波数 kの波と連続的につながるような平面波
です．この回折波の波数ベクトルはK = (kx, ky, kz)
で与えられ，ここで kz は，回折波の波長が λである
こと，すなわち，

kx
2 + ky2 + kz2 =

1
λ2

(22)

から定まります．二つの波数ベクトル kとK の関係
は，Fig.11のように図示されます．

Fig. 11: Each Fourier component k on a sample pro-

duces a three-dimensional plane wave. The wave vector

K of the plane wave is obtained by Ewald’s construc-

tion.

Fig.11において，kが原因でK が結果です．すな
わち，試料がもつ二次元的なフーリエ成分 kが三次元
的な回折波K を生成し，それが情報として空間を伝
わっていきます．試料が 0，±k，±2k…というフー
リエ成分をもつとき，対応する回折波の方向をこの
ような作図で知ることができます．
Fig.11を見ると，試料がもつすべてのフーリエ成
分が波に変換されるのではないことがわかります．回
折波の放出角の絶対値は最大で π/2であり，それに
対応する kは |k| = 1/λのときが上限となります．試
料がもつ周期成分で言うなら，回折波に反映される最
小の周期が λとなります．すなわち，「波長より細か
い構造の情報は波に変換されない」ということです．
　
X線回折や電子回折の用語では，Fig.11における

半径 1/λの球はエワルド球 (Ewald sphere)と呼ばれ
ます．3次元的な結晶による回折では，いわゆる逆格
子点がエワルド球と交わる方向に回折が起きます（エ
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ワルドの作図）．しかし今は試料が持つ二次元的な周
期性を考えているので，逆格子点は光軸方向に伸びた
ロッドの集合となり，回折方向を求める作図が Fig.11
のようになります．
さて，ここまで「試料がもつ周期性」と言ってきま

したが，具体的にはどんな量の周期性でしょうか．こ
の量は，試料面上の各点から出されるホイヘンスの
二次波を指定するものでなければなりません．すな
わち，試料の構造と言うよりも，平面波で照射された
試料がその下流につくる波の周期性が問題です．しか
し，まだ波の数学的な表し方を正式に決めていませ
んでしたので，それを先に行いましょう．
波の場は，各点ごとに振幅と位相という二つ量で

指定されます．たとえば Fig.10において，入射波の
領域，および試料の右側にそのような場がつくられ
ます．時間依存性まで含めれば位相は時間の関数です
が，たとえば原点における位相を 0と約束して，そ
れに対する相対値を考えることにします．このような
場を表現するために，振幅と位相という二つの量を
一つにまとめて扱うのが便利です．
そのために，たとえば長さと向きで指定されるベ

クトルを用いることができます．しかし，もっと都合
のいいのは複素数です．すなわち，複素数の絶対値と
偏角を，振幅と位相に対応させます．複素数は一つの
数として代数的に処理できるので，ベクトルよりも
はるかに扱いが楽です．第 6章では，電子軌道の x，
y 座標をひとまとめにして複素数 u = x + iy として
表示することのメリットを述べました．まとめて記
すだけの目的なら二成分のベクトルを用いてもいい
わけですが，代数処理が機械的に行えるという面で，
複素数のほうに分がありました．
波の話に戻ると，波の振幅と位相を複素数で与え

た量を複素振幅 (complex amplitude)といいます．一
般の試料を平面波で照らしたときの，試料下面での
振幅と位相の分布を，複素振幅として Uo(ro)と表し
ます．ここで ro = (xo, yo)は物面の座標です．もし
時間依存性をあらわに書くなら Uo(ro)e−iωtです．試
料の下流にできる波の場は，試料面上の各点からホ
イヘンスの二次波を出し，それらを重ね合せること
で得られます．二次波が出されるときの初期位相と振
幅が Uo(ro)で与えられます．「試料がもつ周期性」と
は，この関数がもつフーリエ成分を意味します．
波動場に対してのこのような表記は，光と電子で

共通のものです．波動方程式自体は両者で異なります
が，時間を分離したときの波動場の空間依存性は，ヘ
ルムホルツ方程式と呼ばれる共通のものとなります．

そこで，同じ回折積分が通用します．波動そのものの
物理的解釈は両者で異なりますが，像面で観測され
る強度分布に対しては同じ表式が得られます．
では，波の表し方が決まったので，試料の周期性と
回折波の関係を定式化しましょう．まず zx平面上で
考え，試料からの二次波の重ね合せを，試料を観測す
る方向ごとに行ってみます．観測方向を指定して二次
波を重ね合せるときには，試料面の各点間に方向に
依存した位相差が生じます．すなわち，xo という点
から αo方向に向かう二次波は，原点から同じ方向に
出る二次波に比べて，光路長が xo sinαo だけ短くな
ります．位相で言えば，(2π/λ)xo sinαo だけ早まり
ます．この状況を Fig.12に示します．

Fig. 12: Direction distribution of diffraced waves is given
by the Fourier transformation of Uo(xo).

そこで，xo から出る二次波には，その点の複素振
幅 U(xo)に位相因子，

exp
[
−i2π

λ
xo sinαo

]
(23)

をかけてから，他の二次波と重ね合せます．結局，αo
方向に進む波が次式で与えられることがわかります．∫ ∞

−∞
Uo(xo)e−i

2π
λ xo sinαodxo (24)

上式は一つの複素振幅を与えますが，これがどこか
の一点で観測されるのではなく，回折方向ごとの振幅
と位相の関係を与えるものです．αo 方向に強め合う
度合いが大きいほど，上式の絶対値が増大します．
(24)は，関数 Uo(xo)のフーリエ変換の形になって
います．なんとなれば，上式で，

k =
sinαo
λ

(25)
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とおけば，(24)は次のように書けます．

Ûo(k) =
∫ ∞
−∞
Uo(xo)e−i2πkxodxo (26)

この Ûo(k)は，関数 Uo(xo)のフーリエ変換の定義そ
のものです．
(25)で定義された k は，二つの意味をもっていま

す．まずはフーリエ変換 Ûo(k)の引数としての k で
す．Ûo(k)は，Uo(xo)という関数をフーリエ変換し
たときの ei2πkxo という成分の係数を与えるものです．
もう一つは，(25)によって回折方向 αoを与える量と
しての k です．この二つの意味を一緒にすれば，次
のことが言えます．「Uo(xo)が ei2πkxo というフーリ
エ成分をもてば，sinαo = λk で与えられる αo 方向
に回折が起きる．」これで，Fig.11で考えたフーリエ
成分と回折波の関係が，正式に定式化できたことに
なります．
上では試料がつくる波の場を zx平面上で考えてい

ましたが，(26)およびその逆変換を，試料面を二次
元として書き直せば次のようになります．⎧⎪⎪⎨

⎪⎪⎩
Ûo(k) =

∫
Uo(ro)e−i2πk·rodro

Uo(ro) =
∫
Ûo(k)ei2πk·rodk

(27)

結像理論の立場から言えば，任意の試料を平面波
で照射したときに試料下面につくられる Uo(ro)が情
報伝達の対象です．Uo(ro)がもつ情報を，なるべく
忠実に像面における強度分布に反映させることが光
学系の使命です．試料の三次元構造が Uo(ro)にどの
ように反映されるかはまた別の問題であり，切り離し
て考えるべきです．（この問題を扱うのは電子回折の
分野です．）この意味からすれば，本項で述べた試料
による回折現象は，光学系そのものの議論ではあり
ません．しかし，試料がつくる波動場を方向ごとに分
けて考えることが，レンズの働きの解明につながる
のです．
ちなみに，回折という現象は，複素数型のフーリエ

変換にうまく対応しています．もし実数型を採用して
cos 2πkxo と sin 2πkxo で展開したとすると，波動場
全体からくくり出されていた時間因子 e−iωtを復活さ
せたときに，フーリエ成分と回折波が一対一に対応
しなくなります．すなわち，複素数型での ei2πkxo と
いう成分は，

Ψ(xo, t) = ei2πkxoe−iωt = ei2π(kxo−νt) (28)

という物面上の進行平面波に対応し，これが回折波と
しての三次元的な進行平面波と連続的につながります．

しかし，たとえば cos 2πkxoを成分と考えると，これ
は物面上で (cos 2πkxo)e−iωtとなり，進行波ではなく
定在波となります．cos 2πkx=(ei2πkxo + e−i2πkxo)/2
と変形すればわかるように，これは光軸に関して対
称な二方向の回折波をつくります．

11.3.2 アッベの結像理論

前項においては，試料がつくる波の場を平面波成
分に分解して考えました．なぜそのようにするかと
言えば，レンズは平行な光線（電子軌道）を焦点面に
集束させる作用をもつからです．波の言葉で言えば，
平面波を焦点面で一点に集める作用です．
この作用によって，回折をおこしている試料の下流
にレンズを置けば，回折波の進行方向ごとに焦点面
で一点に集まります．すなわち Fig.13に示す状況で
す．前項で見たように，試料がもつフーリエ成分と回
折波の方向が一対一に対応します．そこで，焦点面に
は試料のフーリエ変換が写ることがわかります．正確
に言えば，「試料下面の複素振幅 Uo(ro)のフーリエ変
換像 Ûo(k)が焦点面に写る」ということです．ただ
し実際に焦点面にスクリーンを置いたときに観察さ
れるのは，複素数としての Ûo(k)ではなく，その絶
対値の自乗です．
もし試料が結晶のような周期性をもてば，焦点面に
はそのフーリエ成分がとびとびの点として写ります．
これらの点は，電子回折で言うところの回折スポット
です．ここでやっと，レンズの焦点面が回折面と呼ば
れる理由を述べることができました．焦点面に置く
絞りを回折絞りと呼ぶのも同様の理由です．
Fig.13において，回折面の一点に集束したビーム
は，今度はこれが光源として働いて像面を照らしま
す．一つの回折スポットから出た波は，像面では球面
波となります．しかし，とりあえずこの球面波を平面
波に近似して考えましょう．すると，試料がもつ一つ
のフーリエ成分 kが回折によって波数Kの平面波を
つくり，それがレンズによって像側に運ばれて，最終
的に像面でフーリエ成分 kが再生される，という見
方ができます．もしすべてのフーリエ成分が正確に像
面まで伝達されるなら，物面と同じ像が像面に写る
はずです．
正確に言えば，レンズの拡大作用があるので，物面

のフーリエ成分 kがそのまま像面でのフーリエ成分
となるのではありません．しかし，ここでも物面換算
の考えを適用できます．すなわち，すべての量をレン
ズ倍率M を用いて物面に戻して考えるなら，試料面
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Fig. 13: An imaging system works as a filter for the Fourier components of the complex amplitude Uo(ro) on an

object plane. The plane wave with the emission angle αo originates from the Fourier component k = sinαo/λ of

Uo(ro). The high-frequency part of the Fourier components is excluded by a diffraction aperture.

と同一の kが像面で再生されるとしていいことにな
ります．
このように，レンズの結像作用をフーリエ成分ご

とに解析する立場が，アッベ (Abbe)の結像理論と
呼ばれるものです．（アッベの名前は，第 8章で正弦
条件を議論したときにでてきました．）なお，「レンズ
のフーリエ変換作用」という表現がしばしば用いら
れますが，これは適当ではありません．フーリエ変換
を行うのはレンズではなく，試料面における回折であ
ることは，前項の議論から明らかです．
なお，焦点面上の一点が像面につくる波は，一つの

フーリエ成分に対応する平面波 ei2πk·ri です．これは
絶対値をとれば 1ですから，像面を一様に照らすだ
けです．複数のフーリエ成分が重ね合されて干渉縞が
つくられることで，はじめて観測可能な像が形成さ
れます．
回折面の一点が像面につくる波を平面波と見なし

てよい理由を簡単に記しておきます．一般に，ある面
上で見たときの平面波と球面波の違いは，波面の曲
率に依存する位相因子のみです．Fig.13において，回
折面の各点が像面につくる球面波は，曲率が同一で
あるので共通の位相因子をもちます．そこで，全体か
らその因子がくくり出されて，強度分布に寄与しな
くなります．すなわち，二次波は像面において平面波
と考えて構いません．しかしもちろん，像面を超えて
さらにビームが進んで行く場合は，この因子は無視

できません．
また，回折面に写るのは正確にはフーリエ変換で
はなく，ガウスの参照球面の曲率に対応する位相因子
がかかります．これによって回折面の各点から像面の
原点O′までの光路長が等しくなり，像面において各
k成分が正しく再生されます．
上で述べたことから推測されるように，レンズに
よる結像において，位相因子まで含めて厳密に扱お
うとするとかなり面倒なことになります．通常は，最
終的に像の強度分布に寄与するものだけを残し，ま
た物面換算を用いて倍率M の因子を除きます．この
扱いのもとで，物面から回折面までがフーリエ変換
となり，回折面から像面までが（理想的には）逆フー
リエ変換となります．回折面から像面まではただのド
リフト空間ですから，そのような位相因子なしで逆
フーリエ変換が行われるはずはありません．

11.3.3 点光源の結像（再論）

アッベの結像理論をもとに，§11.2で考えた点光源
の結像をもう一度議論してみましょう．点光源は，板
に開けた一つのピンホールでおきかえて考えること
ができます．Fig.10の場合では，各ピンホールからの
波の干渉によって特定の方向にだけ回折波が生じま
したが，ピンホールが一個しかなければそのような
干渉は起きません．この場合は，ピンホールから等方
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的に球面波が出されるだけです．
任意の複素振幅 Uo(ro)がつくる波動場は平面波で

展開できるのでしたから，ピンホールから出される
球面波もやはり展開が可能です．その展開式は計算す
るまでもなく，Fig.14から明らかです．すなわち，球
面波はすべての方向に進む平面波を同じ重みで含ん
でいます．だからこそ等方的であるわけです．物面上
で考えれば，複素振幅 Uo(ro)はデルタ関数 δ(ro)と
なり，デルタ関数のフーリエ変換は 1です．これは，
すべてのフーリエ成分 kを平等に含んでいるという
ことです．
うるさく言えば，このような球面波の成分として

の平面波は実在のものではありません．つまり，物面
にあるのは一個の点光源だけですから，物面から平
面波が放出されるはずはありません．平面波は，あ
くまで波動場を数学としてフーリエ展開した成分で
す．一般に波を重ね合せで表現するときに，その重ね
合せのもとになった成分波が実在のものかどうかを
議論するのは，あまり意味がありません．（この事情
は第 7章で少し触れました．）今の場合は，回折面に
Uo(ro)のフーリエ変換が写ることさえ了解すればよ
く，各フーリエ成分がもともと波動としてどのような
実体をもっていたかを気にする必要はありません．

Fig. 14: Fourier decomposition of the spherical wave

emitted from a point source.

点光源の結像の話に戻りましょう．点光源に対応す
る物面上のフーリエ成分がすべて正しく像面に伝達さ
れれば，像面ではデルタ関数が再生されるはずです．
すなわち，点光源の像はボケることがありません．そ
こで，点光源像のボケはフーリエ成分の伝達が不完
全であることによって生じると言えます．

この立場で，まず回折収差を考えてみましょう．回
折面にはフーリエ変換が写るのでしたから，回折絞
りは，フーリエ成分の高調波側を除外する働きをす
ることになります．これが，アッベの理論によって得
られた新しい知見です．すなわち，回折絞りとはフー
リエ成分に対してのローパスフィルタです．点光源の
像は，高調波成分側が除外されることでシャープさが
失われ，ボケた像が生成されることになります．これ
が回折収差に他なりません．
回折現象は絞り自体によって起こされるものではな
いということを§11.2.1で述べましたが，ここでの説
明によって再確認されるでしょう．すなわち，絞りが
置かれる場所とは無関係に，どんなフーリエ成分を通
すかということだけで像は決まってしまうわけです．
Fig.11のところで説明したように，物面でのフー
リエ成分のすべてが回折波に反映されるのではあり
ません．それは，±π/2のすべての回折角を取り込め
たとしてもそうであるわけです．そこで，レンズの性
能とは無関係に，像に反映されるフーリエ成分には
上限が存在することになります．
電子レンズでは，収差を除くのが困難であること
から，そのような限界までフーリエ成分を取り込むと
かえってボケが増大してしまいます．回折絞りによっ
て開き角を適当に制限して，像のボケを最小にする
条件に設定しなければなりません．これが，§11.2.2
で述べた最適開き角の概念に他なりません．そこで
見たように，回折収差と球面収差を考慮したときの
最適開き角はミリラジアンのオーダーであり，回折の
限界からはほど遠いわけです．
とは言え，光学系による情報伝達の限界を示すた
めに，フーリエ成分の上限に関してここで簡単に記
しておきます．まず絞りを用いた場合から考えると，
回折角 αo とフーリエ成分の関係は (25)でしたから，
これはすなわち，αo をビームの開き角としたときの
フーリエ成分の上限が，kmax = sinαo/λであるとい
うことです．この成分の逆数が空間的な周期であり，
それを dmin と記せば，

dmin =
λ

sinαo
(29)

が得られます．これが，絞りでさえぎられずに像面
に到達できる最小の空間周期です．上式で αo → π/2
とすれば λとなり，これが大雑把に言って，光学系
によって実現可能な空間分解能の限界値となります．
§11.2.1で示した回折収差の下限値は，このようにし
て，フーリエ成分の伝達という観点から説明がなさ
れます．
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次に，球面収差の作用をアッベの理論をもとに考察
してみます．§11.2.2で示したように，球面収差はガ
ウスの参照球面からの波面のずれをつくります．この
ずれは，位相のシフトに換算できるのでした．回折面
にフーリエ変換が写ることを考えるなら，球面収差
は複素数としてのフーリエ変換の位相を変える働き
をすることがわかります．回折面から出される二次波
に関して言えば，像面でつくられる平面波の波面が，
進行方向に前か後に平行移動することを意味します．
これによって，像面におけるフーリエ成分の正しい再
生が妨げられることになります．
では，波面収差をフーリエ成分に働く位相因子と

して書き換えてみましょう．波面収差は (12)でした
が，角度 αとフーリエ成分 k = sinα/λが対応する
ので，波面収差を kの関数として書けば，

Φ(k) = −1
4
CSλ

4|k|4 + 1
2
(Δf)λ2|k|2 (30)

となります．ただし，回折絞りによって開き角が小さ
く制限されることを前提に，sinα � αと近似してい
ます．
(30)は，回折面を k平面と見なした上で，波面収

差を回折面上で定義された関数として表したもので
す．波面収差は実際の波面の移動距離ですから，位相
変化を与える因子は，

exp
[
i
2π
λ
Φ(k)

]
(31)

となります．
さて，点光源に対応する Uo(ro) = δ(ro)のフーリ

エ変換は 1でした．すなわち，Ûo(k) = 1です．(29)
の限界以内ではこれがそのまま回折面に写ります．回
折絞りの制限によって，これが狭い領域に制限され，
球面収差があると，さらに (31)の因子がかかります．
このように，回折絞りによる制限と球面収差の影響
は，ともに回折面上における作用として与えられま
す．そこで，点光源のフーリエ変換である１にこれら
の作用が及ぼされた結果が，回折面において実際に
つくられる複素振幅です．
この回折面上の複素振幅を逆フーリエ変換するこ

とで，点光源像が得られます．逆に言えば，回折面上
の複素振幅は，点光源像のフーリエ変換です．この考
察によって，点光源像よりも，そのフーリエ変換を先
に書き下せることがわかります．すなわち，点光源の
像を K(ri)と記せば，このフーリエ変換は次式で与
えられます．

K̂(k) = A(k)ei
2π
λ Φ(k) (32)

ここで A(k)は開口関数 (Aperture function)と呼ば
れ，回折絞りの制限を表します．絞りを通過できる
フーリエ成分 kに対して 1，絞りで妨げられる成分に
対して 0とします．
(32)は重要な結果です．回折収差がA(k)による制

限として与えられ，球面収差が Φ(k)で与えられてい
ます．回折収差と球面収差の寄与が，回折面における
作用として一つの式で表現できるわけです．
点光源像は，(32)を逆フーリエ変換すれば得られ
ます．すなわち次式です．

K(ri) =
∫
A(k)ei

2π
λ Φ(k)ei2πk·ridk (33)

これの物理的な意味は，回折面の各点からの二次波
を像面で重ね合せるという，キルヒホッフの回折積分
です．もし絞りの制限と波面収差がなければ，k成分
が像面で正しく再生されて，ei2πk·ri という平面波と
なります．(32)は，像面において各平面波を重ね合
せる際の重みとして働きます．
(33)は像面での複素振幅を与えますが，そこにス
クリーンを置いたときに観察されるの強度分布は次
式で与えられます．

PSF (ri) = |K(ri)|2 (34)

これは点像関数 (point spread function)と呼ばれ，光
学系を特徴づけるものです．いわば，系のインパルス
応答です．特別な場合として，波面収差を 0とおけば
エアリーディスクの強度分布が得られます．
なお，(33)の意味を真っ正直にとらえれば，ビー
ムが回折面にやってきて初めて球面収差の影響をこ
うむることになります．つまり，まず回折面に試料の
フーリエ変換が写り，それに対して球面収差が作用す
るという順序です．しかしこれは，収差の寄与を回折
面上の波面収差として与えることで，フーリエ成分
の伝達をそのような順序で処理しているというだけ
のことです．現実には，収差の影響はレンズを出たと
きから存在しています．しばしば，回折像（あるいは
その強度分布）はレンズの収差に影響されないと言
われますが，これは正しくありません．

11.3.4 試料のコヒーレンス

ここまでは，試料が裏から平面波で照らされる場
合を考えました．Fig.10では各ピンホールが点光源
として働きましたが，もし裏からの照明をやめて，ピ
ンホールの位置に独立な点光源を置いたらどうなる
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でしょうか．この場合も同じ波動場がつくられるかと
いえば，そうではありません．
Fig.10の状況では，試料は共通の平面波で照らさ

れているので，各ピンホールから出される球面波の位
相がそろっています．つまり，あるピンホールからた
とえば波の山が放出される瞬間には，他のピンホー
ルからも山が放出されるわけです．このような場合，
試料はコヒーレントに照明されている，あるいは光
源としてコヒーレントであるという言い方をします．
一方，独立な点光源を並べた場合には，決まった位

相の関係をもちません．各光源が出す波は，必ずある
振動数の幅をもち，その結果として，有限の時間だけ
持続するパルスとしての波となります．そのようなパ
ルスは，各光源が勝手なタイミングで次々と発生する
ものなので，位相の相関というものがまったく存在し
なくなります．すなわち，ある光源から出る波が山の
とき，別のある光源から出る波が山なのか谷なのか
は時刻によってまちまちという状況です．このような
場合，試料は光源としてインコヒーレントであると
言います．
試料面上の各点からホイヘンスの二次波を出して，

それらを重ね合せることで波の場を決定できるのは，
コヒーレントな場合だけです．光源がインコヒーレン
トであれば，各点に位相の相関がないので，波とし
て重ね合せることができません．そのような光源が
つくる場は，全体で一つの波動場になるのではなく，
試料面の各点がつくる複素振幅の場が単に折り重なっ
ているだけです．
ただし，そのようなインコヒーレント光源の場で

あっても，強度に関してなら，試料面の各点の寄与を
足し合せることができます．これは複素数としてでは
なく，単に絶対値の自乗を加えていく操作です．
具体例として，試料を加熱することで発生する熱電

子をレンズ系で拡大する顕微鏡を考えてみましょう．
この場合，試料表面の各原子から発生する電子の位
相は独立であり，相関がありません．このように，試
料自身が光源となる場合は，（位相をそろえる何らか
の機構がないかぎりは）いつでもインコヒーレント
光源となります．XPSにおいて各原子から出される
光電子も，位相に関しては熱電子と同様であり，試料
はインコヒーレント光源として働きます．
TEMの場合は，試料が裏から平面波で照らされる

ので，コヒーレント光源となります．Fig.15(a)は，点
光源からの球面波をレンズで平面波に変換して，そ
れを照明とする際の状況を電子軌道によって示して
います．このようにすれば，試料の各点に到達する波

は共通の光源から来るものなので，各点の位相の関
係はいつも決まっています．これは，光源が発生する
波が短時間しか持続しないパルスであっても同じく
言えることです．ある瞬間に，試料面上のある点で波
の山が来れば，別の点でも山となることには変わり
ません．

Fig. 15: (a) Coherent illumination of a sample by a point
source. (b) Partially coherent illumination produced by

an extended source.

光学顕微鏡では，図のような照明のためのレンズ
はコンデンサーレンズと呼ばれます．TEMの場合は，
試料は対物レンズのつくる磁場の中に置かれるため
に，照射ビームがこの磁場に入ってから試料に当たる
までに，レンズ作用を受けます．そこで，光源の像を
対物レンズの手前につくり，試料に到達したときに平
行ビームになるようにします．すなわち，対物レンズ
がつくる磁場の一部が照明のためのレンズとして働
きます．
もし照明のための光源が点ではなく，広がりをもっ
ていたとしたらどうなるでしょうか．このときの状況
が Fig.15(b)です．光源の各点の関係は，上述の熱電
子を発生する試料と同じ状況となり，位相の関係があ
りません．光源の各点は，それぞれ試料面で完全な位
相の相関をつくるものの，光源の別の点は別の相関
をつくります．この結果として，試料面の位相の相関
は不完全なものとなります．このような場合を，部分
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コヒーレントであるといいます．この場合のコヒーレ
ンスの度合いは，照射ビームの角度幅Δθと関連付け
ることが可能です．部分的にでもコヒーレントな状況
がつくられるためには，共通の光源が試料面の各点
を同時に照らすような状況が必要です．
なお，TEMや光学顕微鏡の場合，試料を照らす方

法は Fig.15のようなものだけではありません．図の
方法はコヒーレンスが優先される場合ですが，像が
暗くなるという欠点があります．明るさを優先した
い場合には，レンズによって光源の像を直接試料面
に結ばせます．この場合は，試料に一次光源を密着さ
せたのと同じですから，インコヒーレントとなりま
す．（この結像の際に，光源上の各点からの像のボケ
が重なることで相関ができるので，この場合も正確
には部分コヒーレントです．）この照明方法は臨界証
明 (critical illumination)と呼ばれ，一方，図のよう
な方法はケーラー照明 (Köhler illumination)と呼ば
れます．

11.3.5 広がった物体の結像

点光源像の計算方法は§11.3.3で述べました．試料
の二次元的な広がりを考慮するなら，試料上の各点
ごとに像面での点光源像を対応させて，何らかの意
味での重ね合せを行えばいいでしょう．
ここで問題になるのが，試料のコヒーレンスです．

まず試料がコヒーレント光源として働く場合を考え
ましょう．このときは，試料面の各点の位相の関係が
そのまま像面に移されるので，点光源像が複素数と
して重ね合されます．前項までの表記に従って，試料
面での複素振幅を Uo(ro)，試料面の原点に置いた点
光源の像を K(ri)とします．このときの試料面での
複素振幅 Ui(ri)は，コンボリューションとして次式
で与えられます．

Ui(ri) =
∫
K(ri − ro)Uo(ro)dro (35)

上式においては，試料上における一般の位置の点
光源に対しての像は，原点においた点光源の像を単
に平行移動させています．この扱いは，軸外収差が無
視される場合だけ許されます．すなわち，もし軸外収
差があれば，点光源が光軸から離れるに従って像の
ボケが変化していくので，平行移動だけでは済まさ
れなくなります．以下では，軌道に関する収差として
球面収差だけを考慮すれば済むような状況に限定し
ます．この仮定は，光軸近傍の結像だけを考えるなら

（すなわち高倍率の像だけを問題にするなら）いつで
も成り立ちます．
(35)は像面での複素振幅を与えますが，像面にスク

リーンを置いたときに観察されるのは複素振幅Ui(ri)
ではなく，その強度分布 Ii(ri) = |Ui(ri)|2 です．す
なわち次式です．

Ii(ri) =
∣∣∣∣
∫
K(ri − ro)Uo(ro)dro

∣∣∣∣
2

(36)

これが，試料をコヒーレントに照らしたときに観察
される像を与える式です．
次に，インコヒーレントな場合を考えます．このと
きは試料面上で位相の相関がないので，点光源像が
強度分布が重ね合されます．すなわち，

Ii(ri) =
∫
|K(ri − ro)|2Io(ro)dro (37)

となります．(36)と (37)の両式において，点光源の
ボケを与える K(ri)が光学系を特徴づけるものとし
て現れています．点光源の像は，照明のコヒーレンス
とは無関係に決まることに注意しましょう．
コヒーレンスが結像に及ぼす影響を考えてみます．
コヒーレント照明の場合，物面で試料を特徴づける
のは複素振幅 Uo(ro)，あるいはその絶対値の自乗と
しての強度分布 Io(ro)です．(36)が言うことは，ま
ず Uo(ro)の情報が複素数として像面に伝達され，そ
ののちに強度分布に変換されるということです．
一方，インコヒーレントな場合には，物面において
強度分布 Io(ro)は意味をもちますが，複素振幅Uo(ro)
は最初から意味をもちません．物面で位相の情報は存
在せず，強度分布だけが情報伝達の対象となります．
このように，照明のコヒーレンスによって，物面にお
いて試料の情報を担うものが異なってきます．コヒー
レントな場合は複素振幅 Uo(ro)が伝達され，そして
インコヒーレントな場合は強度分布 Io(ro)です．
コヒーレンスが結像に与える影響を，電子顕微鏡

の場合で具体的に考えてみましょう．TEMを用いて，
試料の原子構造を見たいとします．そのためには，多
重散乱がないように試料を薄く切る必要があります．
そのような試料は，吸収は無視されて位相の回転だけ
が行われるので，位相物体 (phase object)と呼ばれ
ます．その試料をコヒーレントに照明すれば，試料下
面における複素振幅 Uo(ro)の位相部分に原子構造が
反映されます．吸収がないので振幅には変化がなく，
したがって強度分布 Io(ro)はいたるところ一定です．
（光学顕微鏡でアメーバを見ようとすると似たような
状況になります．）
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位相物体をコヒーレントに照らした場合に，複素
振幅 Uo(ro)がどのように像面に伝達されるかは光学
系しだいです．もし点光源像のボケがなく，各点の情
報がそのまま像面に写るなら，像面に伝達された位
相の情報は，スクリーン上で強度分布に変換される
際に消されてしまいます．しかし物面の各点が，それ
ぞれボケた状態で像面において複素数として重ね合
されるなら，位相の情報がコントラストに反映され
る可能性がでてきます．これは，コヒーレント照明の
もとで位相物体を見るためには，何らかの光学系の
不完全さが必要であるということを意味します．
では，位相物体に対してインコヒーレントな照明

を行ったらどうでしょうか．この場合は，位相は情報
伝達の対象とはならず，伝達の対象であるところの
強度分布 Io(ro)はいたるところ一定値です．よって，
光学系の性質とはまったく無関係に，位相物体を見る
ことは不可能となります．
結局，位相物体を見るためには，照明はコヒーレン

トで，かつ「不完全さをもった光学系」が必要である
ことがわかります．つまり，結像が完全ではなく，ボ
ケがあることが前提となるわけです．もちろん，単に
ボケが大きければいいわけではありません．この問
題を定量的に扱うには，点光源像のボケ方を考察す
るのではなく，フーリエ成分の伝達を考えるのが適し
ています．すなわち，アッベの考えを適用するわけで
す．以下にこの概要を述べます．
まず，(35)が与える情報伝達をフーリエ成分に対

するものに翻訳します．このために，(35)の両辺を
フーリエ変換します．一般に二つの関数 f，gに対し
て，これらのコンボリューション f ∗ gのフーリエ変
換は，二つの関数のフーリエ変換 f̂，ĝの積となりま
す．これはフーリエ解析でよく用いられる定理です．
これを (35)に適用すれば，次式が得られます．

Ûi(k) = K̂(k)Ûo(k) (38)

ここで点光源像のフーリエ変換 K̂(k)は，§11.3.3に
おける (32)，すなわち，

K̂(k) = A(k)ei
2π
λ Φ(k) (39)

で与えられます．
(38)は，光学系の作用が空間周波数フィルタとし

て解釈されることを示しています．物面における複素
振幅のフーリエ変換 Ûo(k)が，そのまま Ûi(k)とし
て像面に伝達されるのが理想です．しかし現実には，
フィルタ K̂(k)がかかることで像の劣化が起きます．

そのフィルタは，回折収差を決定する開口関数A(k)，
そして球面収差の寄与を決めるΦ(k)を用いて (39)と
して与えられます．アッベの考えにもとづいた光学系
の働きは，(38)に集約されています．
(38)は明快な理論ですが，問題があります．すでに
触れたように，像面にスクリーンを置いたときに観察
されるのは Ui(ri)ではなく，その強度分布 Ii(ri) =
|Ui(ri)|2であるということです．このことが，コヒー
レントな状況における像の解釈を難しくします．すな
わち，Ui(ri)に含まれないフーリエ成分が，絶対値
の自乗をとることで一般には現れてきます．（これは，
いわゆる偽解像とよばれる現象を引き起こします．）
物面における複素振幅のフーリエ成分 Ûo(k)と，像
面での強度分布のフーリエ成分 Îi(k)の対応は単純で
はなく，一般には非線形となります．物面と像面での
強度分布を対応させてもやはり非線形となります．コ
ヒーレント照明のもとでの結像理論は，この事情に
よって複雑にならざるをえません．この問題は，光学
系の不完全さによるものではなく，物面の複素振幅と
像面の強度分布の対応を考えたことから生じた不都
合です．
では，インコヒーレントな場合ではどうでしょう

か．(37)もやはり，両辺をフーリエ変換して考える
ことができます．一般に，ある関数 f の絶対値の自
乗 |f |2 のフーリエ変換は，f のフーリエ変換 f̂ の自
己相関 f̂ � f̂ となります．関数 F (r)の自己相関は次
式で定義されます．（F̄ は F の複素共役です．）

F (r) � F (r) =
∫
F (r′ + r)F̄ (r′)dr′ (40)

この自己相関の定理，および (38)を導く際に用い
た定理によって，(37)のフーリエ変換は次のように
与えられます．

Îi(k) = [K̂(k) � K̂(k)] Îo(k) (41)

これは線形フィルタとしての関係になっています．す
なわち，物面で存在しなかったフーリエ成分が像面の
強度分布に現れることはありません．これによって，
物面と像面での強度分布の対応を問題にするなら，イ
ンコヒーレントな場合の方が素性がよいことがわかり
ます．なお，K̂(k)の自己相関の具体形はここでは示
しませんが，自己相関とは自分自身とのコンボリュー
ションのような量であり，もとの関数のすそを広げた
ような形状となります．
空間周波数フィルタとしての特性は，ぞれぞれ (38)
と (41)で与えられています．しかし，前者は複素振
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幅の対応，後者は強度分布の対応を与えているので，
直接比較することができません．たとえ両者が具体
的に与えられても，空間分解能が照明のコヒーレン
スによってどう変わるかといった疑問にすぐには答え
られません．
空間分解能に関して，位相物体の議論はあとに回

し，振幅が変調される試料で考えましょう．それなら
コヒーレンスにかかわらず像が見えます．一番多く議
論されるのは，二点が分離して見えるような最小の距
離，すなわち点分解能です．二つの点光源像の分離を
考える場合，板に開けた二つのピンホールを平面波
で照らせばコヒーレント照明の状況がつくられます．
インコヒーレントな状況は，独立な二つの点光源を
並べた場合です．
点分解能に関しての結論だけを言えば，レンズの収

差がない場合の点分解能は，インコヒーレントな場合
は (6)の dD で与えられます．（この理由によって，エ
アリーディスクの実効径が (6)で定義されます．）一
方，コヒーレントな場合は，点分解能は 1.55dD とな
り，インコヒーレントな場合よりも悪くなります．
しかしもちろん，試料の照明はいつでのインコヒー

レントな場合の方がいいのではありません．位相の
情報は，コヒーレント照明でなければ伝達しえない
わけです．位相の変調の小さな場合，すなわち弱位相
物体に対して，これも結論だけを言うと次のように
なります．
弱位相物体がつくる複素振幅 Uo(ro)に関して，そ

の k成分が像に反映される条件は，ゼロ周波数 k = 0
（すなわち回折面の原点のスポット）に対して k成分
の位相が π/2だけずれることです．これは，光学系
が完全ではなく，波面収差を有することを意味しま
す．すべての kが原点に対してそのような位相差を
もつようにできれば，弱位相物体に対しては理想的
です．光学顕微鏡ではそれが可能であり，回折面の原
点近傍，あるいはそれを除く領域に位相板（適当な厚
さのガラス板）を置けば，アメーバを見ることができ
ます．
電子レンズでも，位相板を導入することは不可能

ではありませんが，通常は球面収差とデフォーカス
でこの位相差をつくります．すなわち，§11.2.2で述
べた波面収差に対して，開口全体で ±λ/4の変動を
つくり，なるべく広い範囲の kが π/2の位相差をも
つようにします．Fig.6を用いて言えば，変動幅ΔΦ
が λ/2となるようにします．（レイリーの法則の許容
値と同じです．）この値は，点光源のボケを最小にす
るための値より大きな値です．しかし，弱位相物体に

対してのコントラストを得るために，この値でなけ
ればならないのです．
光学系のCS が与えられたとき，波面収差に上記の
ような変動幅を与えるデフォーカス値は，

Δfopt = (CSλ)1/2 (42)

で与えられます．これはシェルツァーフォーカス
(Scherzer focus)と呼ばれる条件です．このデフォー
カス値のもとでの空間分解能は，

dmin = 0.65 CS1/4λ3/4 (43)

で与えられます．
この結果を，§11.2.2における点光源のボケの最小

値 (16)と比べてみれば，(43)の方が若干悪い値を与
えています．これは，シェルツァーフォーカスは弱位
相物体に対してコントラストを得るのが目的であり，
点光源像のボケに関しての最適値ではないからです．
(43)はあくまで弱位相物体に対しての空間分解能を
与える式ですが，一般に電子顕微鏡の空間分解能の
限界を議論する際によく用いられます．
前項で述べたように，TEMでは照明系の光源の大

きさがコヒーレンスの程度を決めます．位相物体に対
しては，コヒーレンスの度合いが低下すると，それ
が空間分解能の劣化につながります．(43)は完全コ
ヒーレントな場合の表式であり，部分コヒーレントな
場合の空間分解能の表式は複雑になります．
ここで述べたことは，光学系の結像理論の導入部
分です．試料がもつフーリエ成分が像面に伝達され
る様子，すなわち周波数フィルタとしての特性は，空
間周波数応答関数 (optical transfar function : OTF)
と総称されます．OTFは，空間分解能という概念を
精密化するものです．すなわち，空間分解能を一つの
数値で指定するのではなく，周波数ごとの透過特性
として評価するわけです．種々の収差，あるいは照明
のコヒーレンスがOTFに及ぼす影響が研究されてい
ます．

11.4 まとめ

光学系は，波を媒体とした情報伝達の手段として
とらえることができます．有限の波長を有する波の
回折現象によって，情報伝達はある不完全さを伴い，
それが点光源像のボケとして現れます．電子顕微鏡の
空間分解能は，この回折収差の存在によって，波長程
度の値が下限となります．
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回折収差は，完全に 0にはできないものの，ビーム
の開き角を広げるほど小さく抑えることができます．
しかし現実のレンズにおいては，角度を広げすぎる
とかえって分解能が劣化します．それは，レンズの収
差によるものです．レンズが収差をもつと，点光源像
のボケが最小になる開き角が存在し，それが最適開
き角と呼ばれます．本章において，最適開き角とそれ
を与えるデフォーカス値が，回折積分を評価すること
で数値的に決定されました．
最適開き角は，電子ビームの電流をどんなに犠牲

にしてもいい，すなわちビームの開き角は任意という
状況のもとで，像のボケを最小にするための値です．
しかし現実には，強度優先，あるいは電子分光系で
あれば，感度優先という場合が少なからずあります．
その際は，分解能の劣化を承知の上で開き角を広げ
ざるをえません．そのような場合には，回折収差より
も球面収差や色収差が支配的となり，波動性を無視し
た幾何光学的な議論が通用するようになります．
光学系による結像の仕組みは，アッベの理論によっ

て明快な解釈が与えられます．試料を適当な光源を用
いて照明すると，試料の二次元構造がもつフーリエ
成分が，三次元の回折波に変換されます．レンズは，
それらの回折波を放出方向ごとに一点に集めます．こ
れによって，焦点面には試料面上の複素振幅のフーリ
エ変換像が写ります．焦点面に結像したフーリエ成分
は，それぞれ光源として働いて像面を照らし，試料が
もっていたフーリエ成分が再合成されます．
広がった物体の結像は，物面の各点が像面でつくる

ボケを重ね合せたものです．原理的には，複素振幅と
しての点光源像がわかれば像が計算可能であり，この
意味で，点光源像はレンズ系を完全に特徴づけます．
一般に焦点面上でフーリエ変換像がつくられるのは
コヒーレント照明の場合だけですが，点光源の結像
は照明のコヒーレンスとは無関係であり，アッベの理
論の適用が可能です．
点光源から発せられる球面波は，すべてのフーリ

エ成分を平等に含んでいます．レンズが収差をもつ
と，波面がゆがむことによってフーリエ成分の位相
が狂わされます．この場合に，多くのフーリエ成分を
結像に参加させるとかえって像のボケが増大します．
このときは，回折絞りによってフーリエ成分の高域
を適当に除くことで，分解能が最小となる条件が実
現されます．これがすなわち最適開き角の条件です．
回折収差は，絞りによってフーリエ成分の高域が除か
れる度合いで決まり，球面収差は絞りを通過するフー
リエ成分の位相を回します．回折収差も球面収差も，

焦点面におけるフーリエ変換像に対する作用として
扱うことができます．
照明のコヒーレンスの影響は，点光源像を重ね合
せて像を決定する際に現れます．コヒーレント照明の
場合は，重ね合せは複素数としての点光源像に対し
て行われ，インコヒーレント照明であれば，点光源像
の強度分布が重ね合せの対象となります．
点分解能に関しては，コヒーレント照明よりもイ
ンコヒーレント照明の場合のほうがよい値が得られ
ます．しかし位相物体に対しては，コヒーレント照明
でなければコントラストが得られず，しかも，光学系
のある種の不完全さが求められます．すなわち，波面
収差を故意に生じさせ，フーリエ成分の位相を本来
のものから変えることで，はじめて位相物体を見る
ことができます．これはTEMにおける高分解能像の
原理です．

11.5 文献紹介

光学レンズ系の波動光学的な扱いに関しては，次
のものがあります．
[1] 飯塚啓吾，光工学，共立出版 (1977)
[2] 山崎正之，若木守明，陳軍，波動光学入門，実教
出版 (2004)
[3] 尾崎義治他訳，ヘクト・光学（第 4 版訳）I-III，
丸善 (2003)；E. Heccht, Optics, 4th ed., Benjamin
(2002)
[4] 草川徹他訳，光学の原理（第 5版訳）I-III，東海
大学出版会 (1974)；M. Born and E. Wolf, Principles
of Optics, 6th ed., Pergamon (1980)
[5] 小倉磐夫，現代のカメラとレンズ技術，写真工業
出版社 (1995)
これらはすべて光学の文献ですが，電子光学にお
いてもそのまま通用します．レンズの物面から像まで
の波動の伝播に関しては，[1]がわかりやすい文献で
す．アッベの理論や OTFに関しては，[4][5]に解説
があります．[5]では，OTFの実測方法や，それによ
る空間分解能の評価に関しても述べられています．
TEMの結像理論に関しては，次のものがあります．

[6] 堀内繁雄，高分解能電子顕微鏡，共立出版 (1988)
フーリエ変換を数値的に行う際のテクニックに関
しては，たとえば次のものを参考にしてください．
[7] 末松良一，山田宏尚，画像処理工学，コロナ社
(2000)

Journal of Surface Analysis Vol.14, No. 3 (2008) pp. 243-266 
"#$� �%&'()*�%�&+,�-.�/01�23 1145

�266� 




